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Пример выполнения этапа №2, 2007 г.

Этап №2 Методы решения ЗНП при ограничениях типа равенства 

Дано: extr12x6x2x2x)X(f 21
2

2
2
1 →−−−+=

1xx2 21 −=+
Решение:

Преобразуем ограничение к виду: 0)X(j =ϕ

1xx2)X(01xx21xx2 2112121 ++=ϕ⇒=++⇒−=+

а) Решить задачу графически 

Решение задачи есть точка касания ограничения и линии уровня функции Cf = , где 
constC = . Искомая точка касания обладает следующими свойствами:

• точка касания принадлежит ограничению: 1xx2 Кас
2

Кас
1 −=+

• в точке касания градиенты функции и ограничения линейно зависимы:
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Воспользовавшись условиями касания, составим систему уравнений и найдем 
координаты решения:
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Найдено решение задачи - точка )1,1(X* −= - точка касания ограничения и линии уровня 

функции 131216)1(212)1(f 22 −=−⋅−−⋅−⋅+−= .

Построим графическую иллюстрацию решения.

Ограничение в задаче - прямая с уравнением 12 x21x −−= .

Определим конфигурацию линии�) уровня функции 13f −= , вычислив инвариант:

2
20
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D ==  т.к. D > 0, то искомая линия уровня эллипс.

Запишем уравнение линии уровня:
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Приведем уравнение линии уровня к каноническому виду, выделив полные квадраты:
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�) см. Приложение к №2
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- каноническое уравнение эллипса 

Центр эллипса - точка с координатами )2
3,1( .

Главные диагонали эллипса прямые с уравнениями: 1x1 = и 2
3x 2 = .

Найдем точки пересечения эллипса с главными диагоналями:
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Получены точки с координатами: )0,1( и )3,1(
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Получены точки с координатами: )2
3,1213.1(− и )2

3,1213.3(

Найдем еще несколько точек для построения эллипса, выразив 1x из канонического 
уравнения эллипса:
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Построим на чертеже ограничение и линию уровня функции 13f −= .
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б) Решить задачу методом множителей Лагранжа 
(аналитически отыскать экстремум функции при ограничениях типа равенства,
используя аппарат необходимых и достаточных условий)

Запишем классическую функцию Лагранжа:
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Запишем необходимые условия экстремума функции при ограничениях типа равенства:
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Решим полученную систему:
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Таким образом, получено решение системы – точка с координатами )2,1,1(),X( ** −=λ -
условно-стационарная точка функции.

Определим характер полученной точки с помощью достаточных условий экстремума.

Запишем второй дифференциал функции Лагранжа:
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Запишем дифференциал ограничения 1ϕ :
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В точке )2,1,1(*X −= имеем:
2

2
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1
2 )dx(4)dx(2*)X(Ld +=  при условии 0dx1dx2*)X(d 211 =⋅+⋅=ϕ ,

получим:
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1
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Следовательно, в точке )1,1(X* −= выполнены достаточные условия локального 
условного минимума.

в) Найти решение задачи методом исключений 

Разрешим ограничение относительно переменной 2x : 12 x21x −−= , и подставим 
выражение для 2x в исходную функцию:
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Найдем безусловный экстремум функции )x(f~ 1 :
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Найдем оптимальное значение *x 2 : 1)1(21*x 2 =−⋅−−=

Окончательно, найдена точка условного минимума функции )X(f с координатами 

)1,1(X* −= .

г) Найти решение задачи методом штрафной функции 

Составим штрафную функцию:
2

2121
2
2

2
1 )1xx2(

2
r12x6x2x2x)r,X(F +++−−−+=

Внимание ! 
В случае поиска условного максимума,

используют штрафную функцию вида: ∑
=
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Запишем необходимые условия безусловного минимума штрафной функции:










=++⋅+−=
∂

∂

=⋅++⋅+−=
∂

∂

0)1xx2(r6x4
x

)r,X(F

02)1xx2(r2x2
x

)r,X(F

212
2

211
1



Лунева С.Ю. Методические указания к РГР по ТО и ЧМ (4 факультет) стр.6 
 

Пример выполнения этапа №2, 2007 г.

Преобразуем исходную систему к виду:
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Разрешим полученную систему относительно переменных 21 x,x методом Крамера:
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- стационарная точка штрафной функции.

Найдем координаты условного экстремума исходной задачи как предел решения задачи 
поиска безусловного экстремума штрафной функции:
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Получена точка )1,1(X* −= - точка условного экстремума исходной задачи.

Запишем матрицу Гессе для штрафной функции: 
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Следовательно, по критерию Сильвестра, достаточные условия минимума функции 
)r,X(F выполняются, и значит полученная точка )1,1(X* −= – точка условного локального 

минимума функции )X(f .
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Внимание ! 
В случае поиска условного максимума,

используют формулу: ))r(*X(rlim jr
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